Preuve : Atteinte d'un zéro dans le probléme des bidons
Enoncé du probléeme

On dispose de trois bidons contenant des quantités entiéres strictement positives d'eau, notées (a, b,
c) avec:

e a,b,c€N, (entiers strictement positifs),
e asbsg,
e a+b+c=C(constante).

A chaque étape, on peut appliquer une transformation qui consiste a doubler la quantité d'un bidon
et soustraire cette quantité d'un autre bidon, tout en conservant le volume total C. L'objectif est
d'atteindre un état ou l'un des bidons est vide (c'est-a-direa=0,b=00ou c =0).

Question : Peut-on toujours atteindre un zéro en un nombre fini d'étapes ?

Réponse

Oui, on aboutit toujours a un zéro en un nombre fini d'étapes.

Preuve par ordre lexicographique
On considere un état donné par un triplet (a, b, ¢) avec 0 < a < b < c. On définit la paire (M, m) = (c, a),
ou:

e Mestle maximum des trois valeurs (ici c),

e mestle minimum des trois valeurs (ici a).

L'idée est de montrer qu'a chaque étape, on peut choisir une transformation qui diminue strictement
cette paire dans l'ordre lexicographique (c'est-a-dire que soit M diminue, soit M reste égal et m
diminue).
Pourquoi cette paire ?

¢ Metmsontdesentiersbornés:M<sC-2(cara+tb=2)etm=1.

e Iln'yadonc qu'un nombre fini de paires possibles (M, m).

o Sion peuttoujours diminuer cette paire, le processus doit s'arréter apres un nombre fini

d'étapes.

Cas par cas
Cas1:b<2aouc<a+b
Sous-cas1.1:b<2a
e Transformation appliquée: (a, b, c) > (2a, b - a, c).
e Commeb<2a,alorsb-a<a.
e Le nouveau minimum estdonc b -a<a, soitm'<m.
o Résultat: La paire (M, m') est strictement plus petite que (M, m) (car m' <m).

Sous-cas1.2:c<a+b
o Transformation appliquée: (a, b, c) > (a, 2b, c - b).
e Commec<a+b,alorsc-b<a.
e Lenouveau minimum estdoncc-b<a, soitm'<m.
e Résultat: La paire (M', m') est strictement plus petite que (M, m) (car m' <m).



Cas2:b=2aetc=a+tb
e Onaalorscza+b=za+2a=3a,doncc>a.
¢ Transformation appliquée: (a, b, ¢c) > (2a, b, ¢ - a).
e Commec=a+b,alorsc-az=h.
e Lenouveautriplettrié est(2a, b,c-a),avec2as<b<c-a.
e Lenouveau maximumestc-a<c, soitM' <M.
e Résultat: La paire (M', m') est strictement plus petite que (M, m) (car M'<M).

Conclusion
e Danstous les cas, on peut choisir une transformation qui diminue strictement la paire (M, m)
dans l'ordre lexicographique.
¢ Comme cette paire est bornée et ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs, le processus
s'arréte nécessairement apres un nombre fini d'étapes.
e L'arrét ne peut survenir que lorsqu'un bidon est vide (car sinon, on peut toujours appliquer une
transformation).

Donc, on aboutit toujours a un zéro en un nombre fini d'étapes.

Exemple
Prenons l'exemple (1, 2, 3) :

1. Appliquer la transformation doubler a =1 et soustrairede c=3:(2, 2, 2).
2. Appliquer la transformation doubler a =2 et soustraire de b =2: (4, 0, 2).

Remarques
e Cette preuve repose sur l'ordre lexicographique et la finitude des états possibles.
e Laclé estde montrer que, quelle que soit la configuration initiale, on peut toujours faire
diminuer une quantité bien choisie.
o Latransformation choisie dépend de la configuration actuelle, mais il existe toujours une
option qui garantit une progression vers 'objectif.



